
質問内容

２次関数の a 5 x 5 a + 1といった場合分けの必要な最大値、最小値の問題が意味不
明です。解き方を教えてください。

回答
そうですね。確かに難しいです。多くの高校生が苦手にしていると思います。

僕も高校生の頃、初めて２次関数を勉強したときはまったく理解できなかったのを覚え
ています。

場合分けの必要な最大値、最小値問題に進む前にまずは次の問題を解いてみてください。

補題

y = (x− 1)2の以下の範囲における最小値を求めよ

(1) −2 5 x 5 0 (2) 0 5 x 5 2 (3) 2 5 x 5 4

【解説】

「関数の最大値、最小値問題はグラフをかいて考える」ということを覚えておいてくだ
さい。

今回の問題も関数の最大値、最小値問題ですからグラフをかいて考えていきます。

【解答】

(1)

−2 0 1

最小

グラフより、x = 0のとき最小となる。y = (x− 1)2に x = 0を代入すると 1。

よって x = 0のとき最小値 1をとる。
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(2)

0 21

頂点のとき最小となる

グラフより、x = 1のとき最小となる。y = (x− 1)2に x = 1を代入すると 0。

よって x = 1のとき最小値 0をとる。

(3)

2 41

最小

グラフより、x = 2のとき最小となる。y = (x− 1)2に x = 2を代入すると 1。

よって x = 2のとき最小値 1をとる。

これで、補題は終わりです。この補題だけならほとんどの人が解けたと思うんですけど、
ここで覚えてほしいことは次の図です。
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２次関数の最小値の位置

( i ) 定義域が軸の左側にあるとき

最小

( ii ) 定義域が軸を含んでいるとき

頂点のとき最小となる

(iii) 定義域が軸の右側にあるとき

最小

上図の赤枠のように、下に凸の２次関数の最小値の位置は、(i)定義域が軸の左側にある、
(ii) 定義域が軸を含んでいる、(iii) 定義域が軸の右側にあるかで変わってきます。

a 5 x 5 a + 1のように aの値によって定義域が変わってくるときも、上記の３パターン
に場合分けをしたらいいだけなんです。では、このことを踏まえた上で次の問題を解い
てください。

問題

y = x2 − 2x + 5の a 5 x 5 a + 1における最小値を求めよ。

【解説】

最小値の問題だから、さっきの考え方に基づいて定義域が軸の左側にある、軸を含んで
いる、軸の右側にあるかで判断をしていくんだけど、その前に y = x2 − 2x + 5の平方完
成をしないと軸の位置が分からないので、まずは平方完成をします。
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y = x2 − 2x + 5

= (x− 1)2 − 1 + 5

= (x− 1)2 + 4 J平方完成をして、軸が x = 1ということが分かった

では、この問題を解いていくけど、この問題は以下の３パターンに場合分けします。

( i ) 定義域が軸の左側にあるとき

1a a + 1

最小

( ii ) 定義域が軸を含んでいるとき

a a + 11

頂点のとき最小となる

(iii) 定義域が軸の右側にあるとき

1 a a + 1

最小

で、これを使って解いていくんですけど、ここで場合分けが必要になってきます。
まず、(i)は aがどういう値の範囲になるか分かる？もう一度図をかくけど

1a a + 1

最小

こうなるときは定義域の右側の a+ 1が 1の左側にあるときだよね？左側にあるっていう
ことは a + 1が 1より小さいときなんだから、当然 a + 1 < 1ってなります。
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a + 1 < 1を aについて解くと a < 0になるので、a < 0のときは x = a + 1で最小値をと
ります。

次に、(ii) の場合です。(ii) 場合は下図のようになります。

a a + 11

頂点のとき最小となる

上記のようになるには軸の x = 1が aと a+ 1に挟まれているので a 5 1 5 a+ 1のときで
す。

a 5 1 5 a + 1を aについて解いていきますが、この不等式の解き方は知っている人も多
いと思いますが念のため書いておきます。

A < B < C ⇔ A < B かつ B < Cである。

これに従って a 5 1 5 a + 1を解くと

a 5 1 5 a + 1 ⇔ a 5 1 かつ 1 5 a + 1となります。1 5 a + 1を解くと a = 0となります。

a 5 1と a = 0をあわせて書くと 0 5 a 5 1のときとなります。このとき、上図より x = 1
のとき最小となります。

最後に (iii) のときです。
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1 a a + 1

最小

上図のようになるときは、1より aの方が右側にある、つまり 1より aの方が大きときだ
から 1 < aとなります。このとき x = aで最小値をとります。

以上のことを踏まえ解答に移ります。

【解答】

y = f (x) = x2 − 2x + 5とする。

y = f (x) = x2 − 2x + 5

= (x− 1)2 + 4 J平方完成をした

( i ) a + 1 < 1つまり a < 0のとき、x = a + 1で最小となる。

f (a + 1) = (a + 1− a)2 + 4 J x = a + 1を平方完成した式に代入した。

= a2 + 4

( ii ) a 5 1 5 a + 1つまり 0 5 a 5 1のとき、x = 1で最小値 4をとる。

(iii) 1 5 aのとき、x = aで最小値 a2 − 2a + 5をとる。

以上より、



a < 0のとき、x = a + 1で最小値 a2 + 4をとる。
0 5 a 5 1のとき、x = 1で最小値 4をとる。
1 < aのとき、x = aで最小値 a2 − 2a + 5をとる。
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これで、最小値の方が終わりました。次に最大値に進みますね。
問題

y = x2 − 2x + 5の a 5 x 5 a + 1における最大値を求めよ。

【解説】

最大値も同じように考えていったらいいんですけど、定義域が軸より左側にあるときと、
定義域が軸より右側にあるときは簡単に考えることができます。

1a a + 1

最大

1 a a + 1

最大

と、いうふうに定義域が軸の左側や右側にあるときは簡単に最大値が分かるんですけど、
軸が定義域に含まれているときは少し面倒です。

a a + 11

最大

a a + 11

最大

上図のように軸が定義域に含まれているときでも、左図のように x = aで最大となるこ
ともあれば、右図のように x = a+ 1で最大となることもあるよね？これってどういうふ
うに判断できるか分かる？

２次関数は軸について対称っていうことは知っているよね？(もし、知らなかったら覚え
ておいてください。ちなみに軸について対称とは軸について折り返したとき図形が一致
するということです。)
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２次関数は軸について対称なんだから、軸から遠い方が最大となるよね？

大

小

a a + 11

最大
小

大

a a + 11

最大

上図はふたつとも、軸が定義域に含まれているんだから a 5 1 5 a+ 1つまり 0 5 a 5 1っ
ていう条件を満たしています。

その上で上図の左側は 1から aまでの距離と 1から a+ 1までの距離とを比べると 1から
aまでの距離の方が 1から a + 1までの距離より大きくなります。

1から aまでの距離は 1− aで、a + 1から 1までの距離は (a + 1)− 1となるから、
⇑ y座標が等しいので、x座標の差が距離となる。数直線上における距離は、大きいもの
から小さいものをひいたものです。

左側の図のときは 1− a > (a + 1)− 1となります。

1− a > (a + 1)− 1を解くと a < 1
2
となります。これと軸が定義域に含まれるという条件

0 5 a 5 1とを合わせると 0 5 a < 1
2
です。

反対に、右側の図はaからの距離よりa+1からの距離の方が大きいので、1−a < (a+1)−1
となります。

1− a < (a + 1)− 1を解くと、a > 1
2
となります。これも先ほどの左側の図のときと同じ

ように軸が定義域に含まれるという条件 0 5 a 5 1をあわせて考えると 1
2
< a 5 1とな

ります。
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( i ) a + 1 < 1つまり a < 0のとき

1a a + 1

最大

( ii ) 0 5 a < 1
2
のとき

大

小

a a + 11

最大

(iii) 1
2
5 a 5 1のとき

小

大

a a + 11

最大

(iv) 1 < aのとき

1 a a + 1

最大

上記 (i)と (ii) は x = aのときに最大になります。そして (i)の a < 0と (ii) の 0 5 a < 1
2

はまとめることができ a < 1
2
となります。

このことから a < 1
2
のときは、x = aのとき最大となります。

次に (iii) と (iv)のときです。(iii) と (iv)は x = a + 1のとき最大になります。これも同じ
ようにまとめることができます。

(iii) の 1
2
5 a < 1と (iv)の 1 < aをまとめると 1

2
= aとなります。

(iii) の 1
2
5 aを見てなぜイコールが入るのかという人がたまにいます。a =

1
2
は (ii) で

も (iii) でもどっちでも成立するのでどちらか好きな方に入れてもらえればOKです。た
まに両方ともにイコールをいれる人もいますが、それでもいいです。
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最大値は、４パターンに場合分けをして解いてきましたが、実は場合分けは２パターン
だけでいいことになります。この類の問題は頻出です。最初のうちは難しいかもしれま
せんが、慣れてくると本当にワンパターンで解けるようになるのでしっかりと理解して
おいてください。それでは、解答にすすみます。

【解答】

y = x2 − 2x + 5

= (x− 1)2 + 5

( i ) a < 1
2
のとき、x = aで最大値 a2 − 2a + 5をとる。

( ii ) 1
2
5 aのとき、x = a + 1で最大値 a2 + 4をとる。

これで、今回の２次関数の場合分けの必要な最大値、最小値問題の解説プリントは終わ
ります。高校数学の関数分野において２次関数は一番の基本となるところです。

と言いますか、２次関数には高校数学の関数分野の考え方がほとんどすべて含まれてい
るので (場合分け、文字の置き換え、最大値・最小値の考え方など)、２次関数をしっか
りと理解することによって他の関数の単元（三角関数、指数・対数、３次関数）などが
本当に理解しやすくなります。

よく、「三角関数が分かりません」なんて言ってくる生徒がいますが、その人たちは実は
三角関数が分からないんじゃなくて２次関数が理解できていないということが多いです。

２次関数さえしっかりと理解できていたら、他の関数分野は新しく出てくる定理などを
覚えたらすんなりと理解することができます。

２次関数は、そのくらい重要なところなのでしっかりと勉強をしておいてください。

河見賢司

目指せ偏差値４５から５５！高校数学の勉強法
http://www.hmg-gen.com/
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感想はこちらまでメールをください（何か言ってもらえると嬉しいです）
magdai@hmg-gen.com
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