
「自宅に居ながら１対１の数学の授業が受けられます」の詳細は以下をクリック！
https://www.hmg-gen.com/tuusin.html

「ルールを覚えれば誰でもできる！あなたの数学の偏差値を７０にするプリント」の詳
細は以下をクリック！
https://www.hmg-gen.com/tuusin1.html

三角関数No11.
「円の媒介変数表示に関する問題」

こんにちは、河見賢司です。今回は三角関数の第１１回「円の媒介変数表示に関する問
題」です。

意外に知らない人が多いですが、円上の点は三角関数の媒介変数表示で表すことができ
ます。と言っても、本当に簡単なのでごくごく簡単に理解できると思いますよ。

それでは、今回の本題に進みます。いきなりですが、次の事柄を覚えてください。

円の媒介変数表示

x2 + y2 = r2上の点 (x, y)は、(x, y) = (r cos θ, r sin θ)で表される。

いきなり、こんなこと言われても分からないかもしれません。ですが、三角関数の定義
を考えればあきらかですよ。

https://www.hmg-gen.com/tuusin.html
https://www.hmg-gen.com/tuusin1.html


三角関数の定義
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三角関数の定義より

cos θ = x
r
⇒ x = r cos θ

sin θ =
y
r
⇒ y = r sin θ

が成立します。

では、この媒介変数表示を使って次の問題を解いてください。

問題１

x2 + y2 = 1のとき、x + 3yの最大値、最小値とそれらを与える (x, y)を求めよ

【解説】

この問題は、多くの人が数学 IIの「図形と式」で解くと思います。

もちろん、その解き方でいいのですが (むしろ図形と式の解法の方が一般的かも？)、今
回は「円の媒介変数表示」の練習のため、三角関数の解法で解いてもらいます。

まず、三角関数の解法で解いた後に、「図形と式」でも解いてみたいと思います。たまに
「図形と式」で解けるからＯＫと思う人もいますが、この三角関数の媒介変数表示を使っ
た解法を使わないと解けない問題も出題されます (例えば、後ほど紹介する問題２)。そ
れほど難しい解法でないので、しっかりと理解しておいてください。



では、問題を解いていきます。これは先程の媒介変数表示を使うだけです。今回は、半
径が 1なので、円上の点は (x, y) = (cos θ, sin θ)と表すことができます。後は、三角関数
の合成をして解いていくだけです。

x + 3y = cos θ + 3 sin θ ◀ x = cos θ, y = sin θをそれぞれ代入した

=
√

10 sin(θ + α) ◀合成をした

3

1

α

√
10

ただし、αは sinα = 1√
10
, cosα = 3√

10
を満たす。

⇑ 合成したとき αの角度が分からないときもあります。

− 1 ≦ sin(θ + α) ≦ 1

−
√

10 ≦
√

10 sin(θ + α) ≦
√

10

これより、最大値が
√

10、最小値が −
√

10であることが分かりました。で、ここからそ
れらを与える (x, y)を求めていきます。少し、面倒ですけど頑張って理解してください。

(x, y)ですが、x = cos θ, y = sin θって表せたんだから cos θと sin θの値さえ分かれば (x, y)
の値を求めることができるよね。

そこで、cos θと sin θの値を求めたいんだけど、どうしようかな？今は、最大値を求めてい
ます。最大値をとるのは sin(θ+α) = 1のときだよね。で、sin θ = 1となるのは θ+α = π

2
のときなるよね (厳密に言えば、θ + α = π

2
+ 2nπです。ただ、0 ≦ θ < 2πで限定すると、

θ + α = π
2
のときのみです)。この式より、θ = π

2
− αのときって最大値をとるというこ

とが分かります。

sin θと cos θの値を求めたいんだけど、θ = π
2
− αの値なら求めることができます。なぜ

なら、sinαと cosαの値はもうすでに与えられているからです。それでは、sin θの値と



cos θの値を求めていきたいと思います。

sin θ

= sin
(
π
2
− α

)
◀ θ = π

2
− αを代入した

= cosα ◀ (注)を見よ

=
3√
10

(注) cos( π
2
− θ) = sin θとなるのを暗記している人も多いと思います。もちろん、これは

よく出てくるので暗記してもいいのですが、これは加法定理から簡単に導くことができ
ますよ。意外に知らない人も多いと思うので、覚えておいてください。

cos
(
π
2
− θ

)
= cos π

2
cos θ + sin π

2
sin θ ◀加法定理で展開をした

=0 · cos θ + 1 · sin θ ◀ cos π
2
= 0, sin π

2
= 1より

= sin θ ◀ cos( π
2
− θ) = sin θが導けた

同様に cos θの値も求めることができます。

cos θ

= cos
(
π
2
− α

)
◀ θ = π

2
− αを代入した

= sinα

=
1√
10

このようにすれば問題を解くことができます。それでは、解答に進みたいと思います。

【解答】

x2 + y2 = 1上の点を (x, y) = (cos θ, sin θ) (0 ≦ θ < 2π)とおく。
⇑ 円上のすべての点は、0 ≦ θ < 2πで表すことができます。θの値の範囲が与えられてい
る方が何かと解きやすいので、「0 ≦ θ < 2π」と範囲を設定しました。



x + 3y = cos θ + 3 sin θ ◀ x = cos θ, y = sin θをそれぞれ代入した

=
√

10 sin(θ + α) ◀合成をした

3

1

α

√
10

ただし、αは sinα = 1√
10
, cosα = 3√

10
を満たす。

⇑ 合成したとき αの角度が分からないときもあります。

− 1 ≦ sin(θ + α) ≦ 1

−
√

10 ≦
√

10 sin(θ + α) ≦
√

10

また、最大となるときは θ + α = π
2
のとき

sin θ

= sin( π
2
− α) ◀ θ = π

2
− αを代入した

= cosα

=
3√
10

cos θ

= cos( π
2
− α) ◀ θ = π

2
− αを代入した

= sinα

=
1√
10

また、最小となるときは θ + α = 3
2
πのとき

sin θ

= sin( 3
2
π − α) ◀ θ = 3

2
π − αを代入した

= − cosα

= − 3√
10

cos θ

= cos( 3
2
π − α) ◀ θ = 3

2
π − αを代入した

= − sinα

= − 1√
10

以上より、(x, y) =
 3
√

10
,

1
√

10

のとき、最大値 √10をとり、



(x, y) =
− 3
√

10
, − 1
√

10

のとき、最小値−√10をとる。

それでは、この問題を数学 IIの「図形と式」の解法で解いておきたいとおもいます。今
回は、三角関数のプリントなので詳しい解説は割愛しておきます。

【図形と式を使った解答】

x + 3yが kという値をとりうる
⇔ x2 + y2 = 1かつ x + 3y = kをみたす実数 (x, y)が存在する
⇔ 円 x2 + y2 = 1と直線 x + 3y = kが共有点をもつ

以下、円 x2 + y2 = 1 · · · 1⃝が直線 x + 3y = k · · · 2⃝と共有点を kの範囲を求める。

ここからは、x2 + y2 = 1と x + 3y = kのグラフをかいてという解法もありますが、今回
は数式が簡単なので、数式のまま解いていきます。もちろん図形で考えてもらってもい
いですよ

2⃝より、x = k − 3y。これを 1⃝に代入して
(k − 3y)2 + y2 = 1

k2 − 6ky + 9y2 + y2 = 1

10y2 − 6ky + k2 − 1 = 0

判別式を Dとすると、共有点をもつとき D ≧ 0である。

D/4 = (−3k)2 − 10 · (k2 − 1) ≧ 0

−k2 + 10 ≧ 0

k2 − 10 ≦ 0

(k −
√

10) (k +
√

10) ≦ 0

−
√

10 ≦ k ≦
√

10

よって、最大値
√

10、最小値 −
√

10となる。

x2 + y2 = 1, x + 3y =
√

10を解くと (x, y) =
(

3√
10
, 1√

10

)



x2 + y2 = 1, x + 3y = −
√

10を解くと (x, y) =
(
− 3√

10
, − 1√

10

)

以上より、(x, y) =
 3
√

10
,

1
√

10

のとき、最大値 √10をとり、

(x, y) =
− 3
√

10
, − 1
√

10

のとき、最小値−√10をとる。

それでは、今回の最後の問題として次の問題を解いてください。この問題は、先ほどの
問題と違い数学 IIの解き方では解くことができません (ひょっとしたら解けるかもしれま
せんが、できたとしてもものすごく面倒！)。三角関数の解法で解くしかないです。

問題２

実数 x, yが x2 + y2 = 1をみたすとき、3x2 + 4xy + 5y2の最大値と最小値を求めよ

【解説】

この問題も x2 + y2 = 1となっているので、(x, y) = (cos θ, sin θ)とおくことができます。

3x2 + 4xy + 5y2 = 3 cos2 θ + 4 sin θ cos θ + 5 sin2 θとなります。

ここから 5 sin2 θ + 4 sin θ cos θ + 3 cos2 θの最大値と最小値を求めるのですが、
この 5 sin2 θ + 4 sin θ cos θ + 3 cos2 θを見た瞬間に次の事柄が思いつかないといけません。

覚えるべき三角関数の解法

a sin2 θ + b sin θ cos θ + c cos2 θの形のときは、

sin2 θ = 1 − cos 2θ
2

, sin θ cos θ = sin 2θ
2
, cos2 θ = 1 + cos 2θ

2
をそれぞれ代入して解

いていく。

これは、http://www.hmg-gen.com/sankaku10.pdfに詳しく解説をしています。

この問題は、上の知識を使って解いていくだけですので、簡単です。それでは、解答に



進みます。

【解説】

x2 + y2 = 1上の点を (x, y) = (cos θ, sin θ)とおく。

3x2 + 4xy + 5y2

=3 cos2 θ + 4 cos θ sin θ + 5 sin2 θ

=5 sin2 θ + 4 sin θ cos θ + 3 cos2 θ

=5 · 1 − cos 2θ
2

+ 4 · sin 2θ
2
+ 3 · 1 + cos θ

2

⇑ sin2 θ = 1 − cos 2θ
2

, sin θ cos θ = sin 2θ
2
, cos2 θ = 1 + cos 2θ

2
をそれぞれ代入した。

=
5
2
− 5

2
cos 2θ + 2 sin 2θ + 3

2
+

3
2

cos 2θ

=2 sin 2θ − cos 2θ

=
√

5 sin(2θ − α) + 4
(
ただし、sinα = 1√

5
, cosα = 2√

5

)
ここで、
− 1 ≦ sin(2θ − α) ≦ 1 ◀ θは全範囲を動くので、当然 −1以上 1以下の範囲となる

−
√

5 ≦
√

5 sin(2θ − α) ≦
√

5 ◀全ての辺に
√

5をかけた

−
√

5 + 4 ≦
√

5 sin(2θ − α) + 4 ≦
√

5 + 4 ◀全ての辺に 4を加えた

よって、最大値
√

5 + 4、最小値−
√

5 + 4

(注)最大値、最小値問題ではどんなときでも、最大、最小を与える θを求めようとする
人がいるけど、問題文に「それを与える θの値を求めよ」と書かれていない限り基本的
には求める必要はないですよ。

「基本的には」と書いた意味なんですが、特に学校では、問題文に書かれていなくても
毎回書くように指導している先生がいます。本当に簡単に求められる時は、書いておい
た方がベターかもしれません。

今回の解説プリントは以上です。問題を見ると難しそうに思えたかもしれませんが、実
際解いてみたらごくごく簡単だったということが分かったと思います。



数学って全般的にそうなんですが、「難しい」という以前にただ単に「知らない」という
だけの人が多いです。

まずは、こういったものをひとつずつ覚えていけば自然と成績があがっていきます。そ
れでは、がんばってください。

【無料で読めるメルマガの紹介】

数学って難しいですよね。でも、数学って「このときはこうする」というルールがあっ
てそれをひとつずつ覚えていけば誰でもできるようになります。

「今までの苦労はなんだったの？」と思えるほど、簡単にできるようになりますよ。

「４浪しているのにセンター６割」
→「わずか入会８か月後に島根大学医学部医学科に合格！」

本人いわく「悲惨な成績」で限りなく学年で下位
→「ぐんぐん成績をあげて筑波大学理工学群現役合格！」

「問題が少し難しくなるととたんに解けなくなる」
→「解き方のルールを覚えて難問も解けるようになり東北大学歯学部に合格！」

多くの受験生が数学の成績をあげた秘訣を紹介します。

以下の無料メルマガの登録をしてください。無料ですし、いつでも解除できるので登録
しないと損ですよ。以下をクリックしてください。

ルールを覚えれば誰でもできる！
あなたの数学の偏差値を７０にするメルマガ
https://hmg-gen.com/merutou.html

https://hmg-gen.com/merutou.html


ツイッターやっています
https://twitter.com/hmggen

高校数学の勉強法
https://www.hmg-gen.com/

医学部数学の勉強法
https://www.ouen-math.com/

感想はこちらまでメールをください（何か言ってもらえると嬉しいです）
magdai@hmg-gen.com

河見賢司

https://twitter.com/hmggen
https://www.hmg-gen.com/
https://www.ouen-math.com/

