
「自宅に居ながら１対１の数学の授業が受けられます」の詳細は以下をクリック！
https://www.hmg-gen.com/tuusin.html

「ルールを覚えれば誰でもできる！あなたの数学の偏差値を７０にするプリント」の詳
細は以下をクリック！
https://www.hmg-gen.com/tuusin1.html

問題

座標空間において、 x ≦ z2を満たす点 (x, y, z)全体からなる立体を Rとする。点、
(0, 0, 1)を通り x軸と平行な直線を lとする。lを中心軸とする半径 1の円柱をCと
し、RとCの共通部分を T とする。

(1) −1 < h < 1を満たす定数 hに対して、点 (0, 0, 1 + h)を通り z軸に垂直な平面に

よる T の切り口の面積を求めよ。
(2) T の体積を求めよ

【解説】

２００６年の筑波大学の過去問で、数学 IIIの非回転体の体積の問題です。体積の問題と
いうと、回転体の体積しか知らないという人もいますが、実際の大学受験にはこういっ
た非回転体の体積も出題されます。

こういった問題を解くことができないという人がたまにいますが、これは積分の意味
を考えたら明らかです。積分の意味とは、「微小区間を足し合わせて全体を作る」とい
うことです。この日本語の意味が分からないという人は、「積分の意味の解説プリント
http://www.hmg-gen.com/kaitou2-12.pdf」をご覧になってください。それでは、問題に進
みます。

【（１）の解説つきの解答】

まず、問題文より「点 (0, 0, 1)を通り x軸に平行な直線を lとする。lを中心軸とする半
径 1の円柱をCとし」となっているけど、この円柱のCを数式で表記したらどうなるか
分かる？

これは、y2 + (z − 1)2 = 1です。分かる人にとっては簡単かもしれないけど、一応説明し
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ておきます。

まず、x2 + y2 = 1って何を表している？と聞くと、ほとんどの人が「原点を中心とする半
径が１の円」と答えると思います。

確かにそれであっているんだけど、それは xy平面のとき、これが仮に xyzの空間座標だっ
たらどうなるか分かる？

x2 + y2 = 1っていう条件さえ満たしていたらいいんだから (つまり zはどこにあってもよ
い)、これって円柱になるんじゃないかな？だって、z = 0のときも、x2 + y2 = 1を満たし
ているし、z = 1のときも、x2 + y2 = 1を満たしている、すべての zで成立しているんだ
から、結果として円柱になるよね（高さが限定されないので、高さが無限の円柱のよう
なものです）。

問題に戻るけど、円柱のCは y2 + (z− 1)2 = 1で表されます。ここから、問題に戻ります。
T の面積を求めます。

T の切り口がどんな形になるかなんだけど、Tって (0, 0, 1 + h)を通り、z軸に垂直な平
面にあります。T のことを難しく感じる人もいますが、要するにこれは Rの x ≦ z2 と
Cの y2 + (z − 1)2 = 1の zに z = 1 + hを代入したらOKです。

まず、Rに z = 1 + hを代入すると
x ≦ (1 + h)2

− (1 + h)2 ≦ x ≦ (1 + h)2 ◀ A > 0のとき、 x < A⇔ −A < x < Aより

次に、Cの zに z = 1 + hを代入します。RとCの共通部分は当然Cの内部なので
y2 + (1 + h − 1)2 ≦ 1 ◀ y2 + (z − 1)2 ≦ 1に z = 1 + hを代入した

y2 + (1 + h − 1)2 ≦ 1

y2 + h2 ≦ 1

y2 ≦ 1 − h2

−
√

1 − h2 ≦ y ≦
√

1 − h2

上記のようになります。これを図示すると、以下のような長方形になります。
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−
√

1 − h2
√

1 − h2

(1 + h)2

−(1 + h)2

x

y

O

求める斜線部の面積は長方形です。長方形の面積は縦 ×横ということより、求める部分
の面積を S (h)とすると、S (h) = 2(1+ h)2 · 2

√
1 − h2 = 4(1+ h)2

√
1 − h2となり、これが答

えです。

【（２）の解説】

難しく感じるかもしれませんが、これはごくごく簡単です。

回転体の体積ですがよく
∫
πy2 dxを公式と思っている人もいますが、これは公式ではな

いですよ。積分とは微小区間の体積を足し合わせたものです。πy2 dxは微小区間の体積
です。この意味が分からない人は、最初にも書きましたが「積分の意味の解説プリント
http://www.hmg-gen.com/kaitou2-12.pdf」を見てください。

微小区間は底面積が S (h)で高さが dhの四角柱になります。よって、微小区間の体積は
S (h) dh = 4(1 + h)2

√
1 − h2 dhとなります。hは−1から 1まで変化するので、これが積分

区間となります。

以上より、求める体積は
∫ 1

−1
4(1 + h)2

√
1 − h2 dhとなり、後はこれを計算するだけです。

計算はかなり面倒ですが丁寧に解いていくしかありません。
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【（２）の解答】

求める体積を Vとする。(１)を考え、体積は以下のようになる。

V =
∫ 1

−1
S (h) dh

=

∫ 1

−1
4(1 + h)2

√
1 − h2 dh

ここで、h = sin θ
(
− π

2
≦ θ ≦ π

2

)
とする。

h = sin θ

dh
dθ
= cos θ ◀両辺を hで微分した

dh = cos θ dθ

h −1→ 1

θ − π
2
→ π

2

V =
∫ π

2

− π2
4(1 + sin θ)2

√
cos2 θ cos θ dθ

=

∫ π
2

− π2
4(1 + sin θ)2 cos2 θ

⇑
√

cos2 θ = cos θ だが、− π
2
≦ θ ≦ π

2
より cos θ ≦ 0より、 cos θ = cos θ

=

∫ π
2

− π2
4(sin2 θ + 2 sin θ + 1) cos2 θ dθ

＊ここから、偶関数奇関数の知識を使います。偶関数どうし、奇関数同士をかけ合わせ
た関数は偶関数になります。また偶関数と奇関数をかけ合わせた関数は奇関数になりま
す。

なお、偶関数、奇関数については http://www.hmg-gen.com/kaitou3-8.pdfに詳しく解説し
ています。もし分からなければ、こちらのプリントを見てください。

今回は sin2 θ, cos2 θ, 1は偶関数で 2 sin θのみが奇関数です。

V =
∫ π

2

− π2
4(sin2 θ + 2 sin θ + 1) cos2 θ dθ

= 8
∫ π

2

0
(sin2 θ cos2 θ + cos2 θ) dθ ◀偶関数、奇関数を使って式変形をした

ここで、
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∫ π
2

0
sin2 θ cos2 θ dθ

=

∫ π
2

0

sin2 2θ
4

dθ

=

∫ π
2

0

1 − cos 4θ
8

dθ

=

[
θ
8
− sin 4θ

32

] π
2

0

=
π
16
− sin 2π

32
=
π
16∫ π

2

0
cos2 θ dθ

=

∫ π
2

0

1 + cos 2θ
2

dθ

=

[
θ
2
+

sin 2θ
4

] π
2

0

=
π
4
+
π
4

=
π
4

よって

V =8
∫ π

2

0
(sin2 θ cos2 θ + cos2 θ) dθ

=8
(
π
16
+
π
4

)
=

5
2
π ◀これが答え

今回の問題はどうだったでしょうか？非回転体の体積自体はそれほど出題されません。ま
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た、(２)の定積分の計算もややこしいのでやや難しい問題だったと思います。このレベ
ルの問題を確実に解けるようになっておいてください。

【無料で読めるメルマガの紹介】

数学って難しいですよね。でも、数学って「このときはこうする」というルールがあっ
てそれをひとつずつ覚えていけば誰でもできるようになります。

「今までの苦労はなんだったの？」と思えるほど、簡単にできるようになりますよ。

「４浪しているのにセンター６割」
→「わずか入会８か月後に島根大学医学部医学科に合格！」

本人いわく「悲惨な成績」で限りなく学年で下位
→「ぐんぐん成績をあげて筑波大学理工学群現役合格！」

「問題が少し難しくなるととたんに解けなくなる」
→「解き方のルールを覚えて難問も解けるようになり東北大学歯学部に合格！」

多くの受験生が数学の成績をあげた秘訣を紹介します。

以下の無料メルマガの登録をしてください。無料ですし、いつでも解除できるので登録
しないと損ですよ。以下をクリックしてください。

ルールを覚えれば誰でもできる！
あなたの数学の偏差値を７０にするメルマガ
https://hmg-gen.com/merutou.html
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ツイッターやっています
https://twitter.com/hmggen

高校数学の勉強法
https://www.hmg-gen.com/

医学部数学の勉強法
https://www.ouen-math.com/

感想はこちらまでメールをください（何か言ってもらえると嬉しいです）
magdai@hmg-gen.com

河見賢司
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